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Losung der Zweiten Klausur MPIB WS02

1. (a) Definiert sind die Produkte BA € C32, AC € C**, BC € C**, bei allen anderen Produkten
stimmt die Spaltenzahl des ersten Faktors nicht mit der Zeilenzahl des zweiten Faktors

iiberein.
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(b) Seien z,y € R beliebig. Dann gilt
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wegen 1y(y — 1) +ay + sa(x — 1) = 1 (y* — y + 22y + 2% — 2)
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2. (a) by + by = b3, deshalb sind die drei Vektoren linear abhéngig.
(b) Jede der Mengen {b1, b}, {b1,b3}, {b2, b3} ist eine Basis von U.
{b1, bo} ist Basis, denn U = span{by, bs, bg} = span{by, by, by + by} = span{by, ba} (also haben
wir ein Erzeugendensystem) und aus A\1b; + Aoby = 0 folgt A\; = Ay = 0, wie man an der

dritten und dann der vierten Zeile dieses Gleichungssystems sieht (damit sind die Vektoren
linear unabhéngig).

(c) Die kanonischen Einheitsvektoren e; = und ey = ergénzen {by, by} zu einer Basis

Ol O O =
ol O | O

von V', denn es gilt A\1by + A\oby + Aze; + Agea = 0 = \; = 0, was man durch Losen des linearen
Gleichungssystems zeigen kann, und damit haben wir vier linear unabhéngige Vektoren im
K*, die damit eine Basis bilden.

3. (a) Seien (xl) , (@) € R? und A € R. Dann ist f ((ml) + (:1:2)) =f (ml N 3:2)
Y1 Y2 (% Y2 Y1+ Y2

2(z1 + 72) — (y1 + v2) (221 —y1) + (222 — y2)
B 0 - 040 B T To
B3 tye) — (@) | | Byr— )+ By —a2) [ ! <y1> +f (yz)
—5(y1 + y2) (=5y1) + (—5y2)

1



und

20T — Ay 21 — Y1
Ty ATy 0 0 T
d < (3/1)) d ()\yl) 3Ay1 — Axq 3y — 11 / (%)
—5)\3/1 _5y1
Damit ist f R-linear.
Alternativer Beweis:
2 —1
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Esist f (y) = -y 3 (y> , und eine Abbildung der Form v — Awv ist stets K-linear,
0 =5

was im Tutorium gezeigt wurde.

(b) g ist nicht R-linear, denn
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(c) Seien [ y1 |,y | €eRPund A € R. Dannist A | A+ [ w1 | + [ »2 =h| A+
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Damit ist A R-linear.

4. (a) U ist ein Untervektorraum von Abb(R,R), denn
i. Die Nullfunktion 0 liegt in U: 0(z 4+ 27) =0 = 0(z) Vz € R.
ii. Seien f,g € U. Dann ist (f + g)(x + 27) = f(z + 27) + g(x + 27) = f(z) + g(x) =
(f+9)(z) Ve e R. Alsoist (f+g) € U.
iii. Sei f € U,A € R. Dann ist (Af)(x + 27) = Af(z + 27) = AMf(x) = (A\f)(z) Vo € R.
Damit ist A\f € U.
(b) W ist ein Untervektorraum von Abb(R,R), denn
i. Die Nullfunktion 0 liegt in W: 0(1) +30(2) = 0.
ii. Seien f,g € W. Dann ist (f + ¢)(1) +3(f +¢)(2) = (f(1) +3f(2)) + (9(1) + 39(2)) =
0+0=0. Also ist (f +¢g) € W.

iii. Sei f e W, A € R. Dann ist (Af)(1) +3(Af)(2) = Af(1) +3Af(2) = A(f(1) +3f(2)) =
A-0=0. Damit ist A\f € W.

5. Seien w; :==v1 +---4v;,i =1,...,n.
77:>77:
Seien vy, ..., v, linear unabhéngig. Seien oy, ..., o, € K mit > a;w; = 0.



= (1 + -+ ap)v+ (a4 -+ ay)va+ -+ (1 + @)vp1 + @, =0
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Damit sind die w; linear unabhéngig.

T

Seien wy, ..., w, linear unabhéngig. Seien fi,...,0, € K mit >, Bv; = 0.

= (B — B2) v1 + (B2 — B3)(v1 +v2) + -+ (Buet — Bu) (v 4+ - F Une1) + Bu(vr 4+ - +v,) =0
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Damit sind die v; linear unabhéngig.

6. (a) "D™:
Seiae (XNZ)+(YNZ),alsoa=x+ymite e XNZyeYNZ Dannist z +y € Z
(denn Z ist UVR von V) und z+y € X + Y, alsoae (X +Y)N Z.
T
Seia e (X+Y)NZ, alsoa=z+ymit x € X,y € Y und a € Z. Nach Voraussetzung
(X C Z)istdann x € Z und damit ist y =a—ax € Z. Deshalbist x € XNZundy € YNZ,
alsoa € (XNZ)+(YNZ).

(b) Die Gleichheit gilt nicht immer. Gegenbeispiel:
Seien X = span(((l])),Y = span( ((1))), 7 = span(G)) C K2 Dann ist
X+Y =K’ (X+Y)NZ =2, aber XNZ={0},YNZ={0},(XNZ)+(YNnZ) ={0}.



