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Aufgabe 1:
Definitionen:
a) Es sei ein V ein beliebiger R-Vektorraum und s eine Abbildung V × V → V .
Welche Eigenschaften muss s erfüllen, damit es ein Skalarprodukt ist.
b) Es sei V ein euklidischer Vektorraum beliebiger Dimension und f eine lineare
Abbildung V → V . Welche Eigenschaften muss f haben, damit es eine orthogo-
nale Abbildung ist?
(Drücken Sie diese Eigenschaften formal aus).

5 Punkte

Aufgabe 2:
Es sei A ∈ Rn mit A3 = En. Zeigen Sie
a) A kann nur 1 als Eigenwert haben.
b) Ist A zusätzlich diagonalisierbar, dann gilt A = En.

5 Punkte

Aufgabe 3:
Es sei V ein euklidischer Vektorraum und es seien a, b ∈ V . Außerdem gelte für
alle x ∈ V : 〈a, x〉 = 〈b, x〉
Beweisen Sie: a = b

4 Punkte

Aufgabe 4:

Gegeben sei der Vektor v1 =

1
2
2

.

a) Konstruieren Sie eine Orthonormalbasis (b1, b2, b3) des R3 mit b1 ∈ Rv1.

b) Es sei p : V → V die orthogonale Projektion auf die Ebene Rv1 + R

0
1
0

.

Bestimmen Sie die darstellende Matrix von p bezüglich der kanonischen Basis.
Hinweis: Ist U ein Untervektorraum von V , und (ci)i=1,...,m eine Orthonormalbasis
von U , so ist die orthogonale Projektion eines Vektors v ∈ V auf U gegeben durch:
pU(v) =

∑m
i=1〈v, ci〉 · ci.

8 Punkte



Aufgabe 5:

Gegeben sind die Matrizen A =


1 2 0 4
0 2 3 1
0 0 3 0
0 0 0 3

 und B =

 1 0 0
−8 4 4
3 −1 0

.

a) Überprüfen Sie, ob die Matrizen diagonalisierbar sind.
Zwischenergebnis: pB(t) = −(t− 1)(t− 2)2

b) Berechnen Sie die Eigenräume von B.
c) Geben Sie eine Matrix S an, so dass S−1BS eine obere Dreiecksmatrix ist (d. h.
trigonalisieren Sie B).

8 Punkte

Aufgabe 6:

Im R
2 sei eine Hyperbel bezüglich der Koordinaten

(
x1

x2

)
gegeben durch

3x2
1 − 8x1x2 − 3x2

2 + 20x1 − 10x2 = 0

a) Was bedeutet das Fehlen des konstanten Gliedes geometrisch?
b) Bestimmen Sie die Normalform der Kurve.
c) Berechnen Sie die Koordinaten der Scheitelpunkte bezüglich des ursprünglichen
Koordinatensystems.
d) Geben Sie die Asymptoten der Hyperbel im ursprünglichen oder im transfor-
mierten Koordinatensystem an. (Sie können hier wählen).
e) Berechnen Sie die Schnittpunkte der Hyperbel mit den (x-)Koordinatenachsen.
f) Skizzieren Sie die Hyperbel unter Verwendung Ihrer Ergebnisse. Zeichnen Sie
auch die Asymptoten, Symmetrieachsen, Scheitelpunkte und den Mittelpunkt ein.

10 Punkte


