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1. Untersuchen Sie die folgenden Reihen auf Konvergenz

(a) Beh.:
∞∑
k=1

1√
2k2 − 1

divergiert.

Bew.: Wir haben
√

2k2 − 1 <
√

2k2 =
√

2k
Daher folgt

1√
2k2 − 1

>
1√
2k

Die Reihe
∞∑
k=1

1√
2k

divergiert aber, somit divergiert wegen Minoranten-Kriterium

auch unsere Reihe.

(b) Beh.:
∞∑
k=1

(−1)k√
k2 + 1

konvergiert

Bew.: Wir zeigen zuerst, dass
(

1√
k2+1

)
n

eine monoton fallende Nullfolge ist:

Es gilt:
√
k2 + 1 <

√
(k + 1)2 + 1, außerdem gilt

0 ≤ 1√
k2 + 1

≤ 1√
k2

=
1

k
→ 0 für k →∞

Weil es sich um eine alternierende Reihe handelt, folgt wegen Leibnitz-Kriterium
die Konvergenz.

(c) Beh.: Die Reihe
∞∑
k=1

(−1)k
4k

k!
konvergiert.

Erster Bew.: Anwendung des Quotientenkriteriums∣∣∣(−1)k+1 4k+1

(k+1)!

∣∣∣∣∣∣(−1)k 4k

k!

∣∣∣ =

4k+1

(k+1)!

4k

k!

=



=
4k+1

4k
· k!

(k + 1)!
=

4

k + 1
.

Man kann nun argumentieren: Für alle k > 5 gilt 4
k+1

< 4
5
< 1, folglich konver-

giert die Reihe.
Oder man kann sagen: 4

k+1
→ 0 für k →∞, folglich konvergiert die Reihe.

Zweiter Bew.: Anwendung des Wurzelkriteriums

k

√√√√∣∣∣∣∣(−1)k
4k

k!

∣∣∣∣∣ =
k

√
4k

k!
=

4
k
√
k!

=
4

k
· k

k
√
k!
→ 0 · e = 0

Dritter Bew.: Wir haben
∞∑
k=0

xk

k!
= ex.

Es folgt für unsere Reihe:

∞∑
k=1

(−4)k

k!
= e−4 − 1.

2. Konvergenzradius

(a) Beh.: Der Konvergenzradius von
∞∑
k=0

2k+1xk ist R = 1
2

Bew.:
k
√

2k = 2.
Wegen R = 1

lim sup k
√
ak

folgt die Beh.

(b) Beh.: Der Konvergenzradius von
∞∑
k=0

(
3

k

)k
k!xk ist R = e

3
.

Bew.:

k

√(
3

k

)k
k! =

(
3

k

)
· k
√
k!→ 3

e
·

Folglich gilt: R = e
3

(c) Beh.: Der Konvergenzradius von
∞∑
k=1

4(k2)xk ist R = 0

Bew.:
k
√

4(k2) = 4k →∞

3. Ableitungen

(a)

d

dx
f(x) =

d

dx
(xcos(x)) =

d

dx
ecos(x) ln(x2) =

=
d

dx
e2 cos(x) ln(x) = e2 cos(x) ln(x) · (−2 sin(x) ln(x) +

2 cos(x)

x
).



(b) g(x) = ln

(
x2 − 1

x2 + 1

)
(x > 1)

d

dx
g(x) =

d

dx
ln

(
x2 − 1

x2 + 1

)
=

=

(
x2 + 1

x2 − 1

)
· 2x(x2 − 1)− 2x(x2 + 1)

(x2 + 1)2
=

=
−4x

(x2 − 1)(x2 + 1)
.

(c) h(x) =
(√

2
)x
· x
√

2 (x > 0)

d

dx

(√
2
)x
· x
√

2 =
d

dx
ex ln(

√
2) · x

√
2 =

= ex ln(
√

2) ln(
√

2) · x
√

2+ = ex ln(
√

2)
√

2x
√

2−1.

(d) k(x) =
x2√
x2 (x > 0)

d

dx
x2√
x2 =

d

dx
(x2)

1
x2 =

d

dx
e

2 ln(x)

x2 =

= e
2 ln(x)

x2 · 2x− 4 ln(x)x

x4

4. Es sei die Funktion f : (0,∞)→ IR definiert durch f(x) = ln(x)
x

.

(a) (i) lim
x→0

f(x) = −∞
(ii) lim

x→∞
f(x) = 0.

(b) Zeigen Sie, dass die Funktion an der Stelle x = e ihren maximalen Wert an-
nimmt.

d

dx
f(x) =

d

dx

ln(x)

x
=
x · 1

x
− ln(x)

x2
=

=
1

x2
− ln(x)

x2

f ′(x) = 0⇔ ln(x)

x2
=

1

x2
⇔ ln(x) = 1⇔ x = e.

Wir untersuchen die Funktion an der Stelle auf Monotonie:

x < e = e > e
f ′(x) > 0 = 0 < 0

Die Tabelle kann wie folgt erstellt werden:
Setzen wir etwa 1 ein, also eine Zahl < e, so erhalten wir f ′(1) = +1 > 0.
Setzen wir etwa e2 ein, also eine Zahl > e, so erhalten wir f ′(1) = − 1

e4
< 0.



(c) Beh.: Die Gleichung
ln(x)

x
= y

besitzt für y ∈ (0, 1
e
) zwei Lösungen und für y ≤ 0 genau eine Lösung besitzt.

Bew.: Sei y ∈ (0, 1
e
). Wir haben an der Stelle x = e ein Maximum mit dem

Wert f(e) = 1
e
. Das ist das einzige Maximum. Die Funktion fällt für x > 1

e
und

konvergiert gegen 0, sie steigt für 1 < x < 1
e
. Nach Zwischenwertsatz haben wir

also zwei Lösungen.
Zu y ≤ 0: Für x > 1 gilt f(x) > 0. Für x ≤ 1 gilt f(x) ≤ 0 und wir haben
lim
x→0

f(x) = −∞. Nach Zwischenwertsatz folgt die Behauptung, dass jeder Wert

angenommen wird. Er wird genau einmal angenommen, weil die Funktion streng
monoton steigend für 0 < x ≤ 1 ist.

5. (a) Beh.: Die Funktion f(x) = ln(x)
x

besitzt für 0 < x < e eine auf (−∞, 1
e
) differen-

zierbare Umkehrfunktion.
Bew.:

f ′(x) =
1− ln(x)

x2
.

Für 0 < x < e gilt: f ′(x) < 0, weil der Nenner x2 > 0 ist und der Zähler
1− ln(x) < 0 ist.
Folglich ist die Funktion streng monoton fallend, also gibt es eine differenzierbare
Umkehrfunktion.

(b)

(
f−1

)′
(0) =

1

f ′(f−1(0))

(∗)
=

1

f ′(1)
=

1
1−ln(1)

12

= 1.

Zu (*): Wir haben das x zu finden, so dass f(x) = 0:

f(x) = 0⇔ ln(x)

x
= 0⇔ ln(x) = 0⇔ x = 1.

6. Bestimmen Sie folgende Grenzwerte

(a)

lim
x→0

sin(2x2)

x2
= lim

x→0
2 · sin(2x2)

2x2
= 2 · 1 = 2.

(b)

lim
x→π

2
,x>π

2

| sin(x)− 1|
sin(x)− 1

= 1



(c) lim
x→0

ln(1− x) + x

x2
Anwendung von L’Hospital:

lim
x→0

ln(1− x) + x

x2
= lim

x→0

−1
1−x + 1

2x
= lim

x→0

1
(1−x)2

2
=

1

2
.

(d)

lim
x→0

x(xx) = lim
x→0

ex
x·ln(x) = lim

x→0
ee
x ln(x)·ln(x) (∗)

= 0

Zu (*): Es gilt x ln(x)→ 0 für x→ 0. Folglich

lim
x→0

ex ln(x) · ln(x) = −∞.

Und wir wissen ex → 0 für x→ −∞.


