
1. a) Zeigen Sie für n ∈ N :
n∑
k=1

(2k − 1) = n2.

Lösung
n∑
k=1

(2k − 1) = 2

(
n∑
k=1

k

)
− n = 2

n(n+ 1)

2
− n = n2 .

2. Lösung

A(1) :
1∑

k=1

(2k − 1) = 2− 1 = 1

A(n)⇒ A(n+ 1) :
n+1∑
k=1

(2k − 1) = 2n+ 1 +
n∑
k=1

(2k − 1) = (2n+ 1) + n2 = (n+ 1)2 .

b) Berechnen Sie für n ∈ N :
n∑
i=1

i∑
j=1

(n+ 1).

Lösung
n∑
i=1

i∑
j=1

(n+ 1) =
n∑
i=1

i(n+ 1) = (n+ 1)
n(n+ 1)

2
=
n(n+ 1)2

2

2. Zeigen Sie :

a) 3n =
n∑
k=0

2k
(
n

k

)
(n ∈ N).

Lösung

(1 + 2)n =
n∑
k=0

2n
(
n

k

)

b)

(
2n

n− k

)
=

(
2n

n+ k

)
(n ∈ N, k ∈ N, 0 ≤ k ≤ n).

Lösung (
2n

n− k

)
=

(2n)!

(n− k)!(2n− (n− k)!)
=

(2n)!

(n− k)!((n+ k)!(
2n

n+ k

)
=

(2n)!

(n+ k)!(2n− (n+ k)!)
=

(2n)!

(n+ k)!((n− k)!

3. Zeigen Sie, dass für die rekursiv definierte Folge (xn)n∈N0 mit x0 = 2 und xn+1 = 3xn + 2
(n ∈ N) gilt : xn = 3n+1 − 1.

Berechnen Sie : lim
n→∞

xn+1

xn
und lim

n→∞
n
√
xn

Lösung

A(0) : x0 = 2 = 30+1 − 1

A(n)⇒ A(n+ 1) : xn+1 = 3xn + 2 = 3(3n+1 − 1) + 2 = 3 · 3n+1 − 1 = 3n+2 − 1 .

xn+1

xn
=

3n+2 − 1

3n+1 − 1
=

3− 1
3n+1

1− 1
3n+1

→ 3 .

3n ≤ 3n+1 − 1 ≤ 3n+1 ⇒ 3 ≤ n
√

3n+1 − 1 ≤ 3
n
√

3→ 3 · 1 (n→∞) ⇒ lim
n→∞

n
√
xn = 3

1



4. a) Zeigen Sie, dass die Folge (xn)n∈N0 gegeben durch x0 = 1, xn+1 = 1 +
xn
2

monoton

wachsend und beschränkt ist.

Lösung

A(0) : x1 = 1 +
1

2
=

3

2
≥ x0

A(n) : xn+1 ≥ xn

A(n)⇒ A(n+ 1) : xn+2 = 1 +
xn+1

2
≥ 1 +

xn
2

= xn+1

Behauptung: xn ≤ 3 x0 ≤ 3

xn+1 = 1 +
xn
2
≤ 1 +

3

2
=

5

2
≤ 3

b) Begründen Sie die Existenz des Grenzwertes und geben Sie ihn an.

Lösung Monoton wachsend und beschränkt → Lim. existiert.

x∞ := lim
n→∞

xn x∞ = 1 +
x∞
2
⇒ x∞ = 2 .

5. Bestimmen Sie die Grenzwerte der Folgen :

a)
2n2 − n
n2 + 3n

, b)
n
√

4n4, c)

√
nn

(n+ 1)n
, d) n(ln(2n+ 1)− ln 2n).

Lösung

a) lim
n→∞

2n2 − n
n2 + 3n

= lim
n→∞

2− 1
n

1 + 3
n

= 2 .

b) lim
n→∞

n
√

4n4 =
n
√

4( n
√
n)

4
= 1 .

c)

√
nn

(n+ 1)n
=

√
1

(1 + 1
n
)n
→ 1√

e
.

d) n(ln(2n+ 1)− ln(2n)) = n ln

(
2n+ 1

2n

)
= n ln

(
1 +

1

2n

)
=

1

2
ln

(
1 +

1

2n

)2n

→

→ 1

2
ln e =

1

2
.

6. Sei f : R→ R eine auf ganz R definierte Funktion.

(a) Zeigen Sie, dass für Funktion max(f, 0) : R → R definiert durch x 7→ max(f(x), 0) gilt:

max(f, 0) =
1

2
(f + |f |).

Lösung

max(f(x), 0) :

1. Fall : f(x) ≥ 0 max(f(x), 0) = f(x)
1

2
(f(x) + |f(x)|) =

1

2
(f(x) + f(x)) = f(x)

2. Fall : f(x) < 0 max(f(x), 0) = 0
1

2
(f(x) + |f(x)|) =

1

2
(f(x)− f(x)) = 0

2



(b) Zeigen Sie : Ist f eine Lipschitz-stetige Funktion, dann ist auch die Funktion max(f, 0)
Lipschitz-stetig.

Lösung

|max(f(x), 0)−max(f(y), 0)| = 1

2
|f(x)− f(y) + |f(x)| − |f(y)|| ≤

≤ 1

2
(|f(x)− f(y)|+ ||f(x)| − |f(y)||) ≤

≤ 1

2
(|f(x)− f(y)|+ |f(x)− f(y)|) = |f(x)− f(y)| ≤ L|x− y| .
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